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ВВЕДЕНИЕ


Изучение курса «Методы вычислений» предусмотрено образовательным стандартом и учебным планом подготовки специалистов специальности 1-31 03 01-02 «Математика (научно-педагогическая деятельность)». Данная дисциплина входит в цикл общепрофессиональных и специальных дисциплин указанной специальности.


Характерной особенностью современного этапа образования и развития производства следует считать резкое повышение требований к квалификации работников производства, управления и образования. Содержание образовательного процесса в вузах достаточно жестко определяется государственными образовательными стандартами высшего профессионального образования, которые предусматривают выпуск конкурентно способных на рынке труда специалистов. Последние должны формировать у себя прочные теоретические и практические навыки самообразования, что возможно в современных условиях только при наличии должного уровня информационной культуры.

В курсе лекций рассматриваются вопросы интерполирования, среднеквадратичного приближения функций, численного дифференцирования, интегрирования используя квадратурные и кубатурные формулы и методы отделения и уточнения корней нелинейных уравнений. Приводятся примеры, поясняющие теоретический материал.

Тексты лекций по курсу «Методы вычислений» направлены на формирование теоретической и практической углубленной подготовки студентов в области применения численных методов. Изучение курса базируется на дисциплинах: «Вычислительные методы алгебры», «Функциональный анализ и интегральные уравнения», «ЭВМ и программирование», «Программное обеспечение ЭВМ», «Математический анализ».

Курс лекций может быть использован преподавателями при проведении практических занятий и студентами в их самостоятельной работе над предметом.
Тема 1 ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ
Лекция 1 Многочлен Лагранжа

1 Постановка задачи интерполирования
2 Примеры интерполяционных функций
3 Интерполяционная формула Лагранжа
В экономике, физике представление результатов в большинстве случаев задается в виде табличной зависимости, что не всегда удобно для всестороннего анализа. Поэтому возникает задача о получении аналитической зависимости по табличному представлению функции или задач о приближении функции, или задача интерполировании. 

1 Постановка задачи интерполирования
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. Значения функции и ее производных называются данными интерполирования, а точки 
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 – узлами интерполирования.

Задача интерполирования заключается в отыскании функции 
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 такой, что выполняется условие


[image: image16.wmf]i

ij

i

ij

i

k

j

m

i

x

f

x

,

1

,

,

1

),

(

)

(

)

(

)

(

=

=

=

j

.

(1.1)

Пусть 
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 – кратно дифференцируемых функций:
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В качестве семейства 
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 возьмем всевозможные линейные комбинации первых 
[image: image22.wmf]n

 функций с произвольными коэффициентами:
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Из условия (1.1) получим систему линейных алгебраических уравнений для определения коэффициентов 
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Система (1.2) будет иметь единственное решение в том случае, если ее определитель отличен от нуля.

2 Примеры интерполяционных функций
1 Рассмотрим систему линейно независимых функций   
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 является совокупность алгебраических многочленов
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Интерполирование полиномами вида (1.3) называется алгебраическим.


2 Для интерполирования периодических функций с периодом 
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 функций является тригонометрическим многочленом степени 
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Интерполирование с помощью полиномов (1.4) называется тригонометрическим. 


Пусть для функции 
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 построена интерполирующая функция 
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, лежащей внутри минимального отрезка, содержащего узлы интерполирования, то такое восстановление функции называется интерполяцией. Если 
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 лежит вне минимального отрезка, содержащего узлы интерполирования, то такое восстановление функции называется экстраполяцией.

3 Интерполяционная формула Лагранжа

Построим формулу для произвольного расположения узлов интерполирования. Пусть на отрезке 
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Построим полином 
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Решим сначала вспомогательную задачу и построим полином 
[image: image45.wmf])

(

x

P

i

n

 степени 
[image: image46.wmf]n

, удовлетворяющий условию
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Из условия (1.6) следует, что полином 
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Так как 
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Очевидно, что тогда полином 
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Формула (1.8) называется интерполяционной формулой Лагранжа.


Обычно формулу Лагранжа записывают в другом виде. Рассмотрим полином 
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Для первой производной справедливо выражение

[image: image60.wmf]å

Õ

=

¹

=

-

=

¢

n

j

n

j

i

i

i

x

x

x

0

0

)

(

)

(

w

.
С учетом введенных обозначений полином Лагранжа можно записать в виде
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Пример

Построить полином Лагранжа для функции заданной таблично: 

	I
	0
	1
	2
	3

	X
	1
	2
	3
	5

	Y
	1
	5
	14
	81


Из таблицы видно, что полином Лагранжа третьей, так как n=3. 
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3.1 Единственность интерполяционного полинома Лагранжа

Доказательство проведем от противного. Пусть 
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Тогда полином 
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Следовательно, 
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3.2 Оценка погрешности формулы Лагранжа

Проводя интерполирование по формуле (1.9) или (1.8), мы допускаем некоторую погрешность

[image: image78.wmf])

(

)

(

)

(

x

L

x

f

x

R

n

n

-

=

,

которая является нулевой в общем случае только в узлах интерполирования. Будем считать, что на отрезке интерполирования 
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Очевидно, что 
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При таком выборе 
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Подставляя 
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 из последнего выражения в (1.11), получим выражение для погрешности интерполирования
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где точка 
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Если известна постоянная 
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(1.14)
Имеется и более точная формула для определения погрешности
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Пример. Оценить, с какой погрешностью можно вычислить по формуле Лагранжа [image: image119.wmf]5
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В данном случае 
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Вычислим значения величин, входящих в формулы (1.12), (1.14) и (1.15).
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По формуле (1.14) будем иметь
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По формуле (1.15) результат будет следующий
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Из сравнения полученных результатов видно, что формула (1.15) дает более точное значение по отношению к формулам (1.12), (1.14).

Вопросы для самоконтроля

1 В чем заключается задача интерполирования?
2 Приведите примеры интерполяционных функций.

3 Что понимается под интерполяцией и экстраполяцией?
4 Как строится интерполяционный полином Лагранжа?
5. Докажите единственность полинома Лагранжа.
6. Какой вид имеет оценка погрешности формулы Лагранжа?

Лекция 2 Интерполяционная формула Ньютона

1 Конечные разности и их свойства
2 Интерполяционные формулы Ньютона для равноотстоящих узлов

3 Интерполяционные формулы Ньютона для неравноотстоящих узлов

1 Конечные разности и их свойства
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и, следовательно, являются полиномом порядка 
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Конечные разности обычно располагают в таблице.
Таблица 1.1 Конечные разности
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Из определения конечных разностей вытекают следующие свойства:
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Лемма 1.1 Пусть функция 
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Доказательство проведем по индукции. При 
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Лемма доказана.


Предполагая, что 
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2 Интерполяционные формулы Ньютона для равноотстоящих узлов


Пусть на отрезке 
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       (2.1)


Теорема 1.1  Существует и при том единственный многочлен степени не выше 
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, для которого выполняется условие (2.1).


Доказательство. Пусть многочлен 
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Используя формулы (2.1), для определения коэффициентов 
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   (2.2)
Определителем системы (2.2) является определитель Вандермонда. Он имеет вид
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Следовательно, для системы различных между собой узлов система (2.2) имеет единственное решение. Теорема доказана.


Очевидно, что условие (2.1) эквивалентно условию

[image: image197.wmf]n

m

y

x

P

m

n

m

,

1

,

)

(

0

0

=

D

=

D

.

   (2.3)
Будем искать интерполяционный полином в виде
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Из (2.4) при [image: image199.wmf]0
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Применяя (2.3), для коэффициента [image: image202.wmf]1

a
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Продолжая наши рассуждения, запишем формулу для любого 
[image: image206.wmf]i

a

: [image: image207.wmf]i
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. Подставляя в (2.4) выражения для коэффициентов [image: image208.wmf]i
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 через конечные разности, получим первую интерполяционную формулу Ньютона
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Для практических целей формулу Ньютона (2.5) удобнее записывать в несколько ином виде. Введем переменную [image: image210.wmf]h
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Формулу (2.6) выгодно использовать для интерполирования в окрестности начального значения [image: image214.wmf]0

x

. Поэтому ее часто называют формулой для интерполирования вперед. В этой формуле из таблицы конечных разностей используются [image: image215.wmf]0
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 верхней диагонали.


Остаточный член в формуле (2.6) имеет вид
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где [image: image217.wmf]x

 – некоторая внутренняя точка наименьшего промежутка, содержащего все узлы 
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. При наличии дополнительного узла [image: image220.wmf]1
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 на практике пользуются более удобной приближенной формулой
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(2.7)
При [image: image222.wmf]1
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 из (2.6) получается формула линейного интерполирования
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 из (2.6) имеет место формула параболического или квадратического  интерполирования
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Первая интерполяционная формула Ньютона практически неудобна для интерполирования функций в конце таблицы. Поэтому когда точка интерполирования лежит вблизи точки [image: image226.wmf]n

x

 удобно пользоваться второй интерполяционной формулой Ньютона, которая имеет вид
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Вводя новую переменную 
[image: image228.wmf]h
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, эту формулу перепишем в виде
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В формуле (2.9) из таблицы конечных разностей используются [image: image230.wmf]i
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 нижней диагонали.


Остаточный член формулы (2.9) имеет вид
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где точка [image: image232.wmf]x

 имеет тот же смысл, что и ранее.


Отметим, что формулы Ньютона используются и для экстраполирования функций. Если [image: image233.wmf]0
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, то для экстраполирования назад используют первую интерполяционную формулу Ньютона. Если [image: image234.wmf]0
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, то для экстраполирования вперед используют вторую интерполяционную формулу Ньютона. Следует заметить, что операция экстраполирования менее точна, чем операция интерполирования в узком смысле.


3 Интерполяционные формулы Ньютона для неравноотстоящих узлов

3.1 Разностные отношения и их свойства


В том случае, когда значения аргумента являются неравноотстоящими для исследования и вычисления функции используются разностные отношения (разделенные разности). Пусть на отрезке 
[image: image235.wmf]]

,

[

b

a

 заданы произвольные попарно различные узлы интерполирования 
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Разностными отношениями первого порядка называются величины
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[image: image240.wmf]k

k

k

k

k

k

x

x

x

f

x

f

x

x

f

-

-

=

+

+

+

1

1

1

)

(

)

(

)

,

(

,

...

,

.

(2.11)

По разностным отношениям первого порядка составляются разностные отношения второго порядка
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[image: image242.wmf].
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(2.12)

Разностные отношения любого порядка [image: image243.wmf],...)
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 определяются при помощи разностных отношений предыдущего порядка [image: image244.wmf]1
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Используя определение, можно показать, что разностное отношение является симметрической функцией своих аргументов так, что выполняется равенство
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Лемма 1. Если [image: image247.wmf])
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Доказательство. Так как полином [image: image252.wmf])
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 имеет корень в точке 
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С учетом (2.12) полином [image: image255.wmf])
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 обращается в нуль в точке 
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Продолжая аналогичные рассуждения, приходим к выводу, что
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и, следовательно, для разностного отношения [image: image260.wmf]1
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 порядка справедливо равенство (2.15). Лемма доказана.


Теперь получим выражения разностных отношений всех порядков через значения функции. Из определения разностного отношения первого порядка имеем
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Для разностного отношения второго порядка получим
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[image: image264.wmf].
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Приведем еще выражение любого значения [image: image265.wmf])
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На основании соотношений (2.18) и (2.17) будем иметь
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]

=

-

+

-

+

)

,

,

(

)

(

)

,

(

)

(

2

1

0

0

2

2

1

1

2

x

x

x

f

x

x

x

x

f

x

x



[image: image273.wmf].
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Используя индукцию, получим
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[image: image275.wmf].
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 (2.19)


Отметим некоторые свойства разностных отношений

1. Свойство аддитивности. Если [image: image276.wmf])
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2. Свойство подобия. Если [image: image278.wmf])
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3. Свойство симметрии. Разностное отношение [image: image281.wmf])
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 есть симметричная функция своих аргументов (см. (2.14)).
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Для разностного отношения второго порядка имеем


[image: image293.wmf].
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И для 
[image: image294.wmf]n

-го разностного отношения имеет место равенство
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(2.21)
3.2 Первая и вторая интерполяционные формулы Ньютона

Покажем, что, используя понятие разностных отношений, формулу Лагранжа можно записать в виде аналогичном первой и второй интерполяционным формулам Ньютона для равноотстоящих узлов. Пусть [image: image296.wmf])
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Тогда [image: image298.wmf]x
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окончательно для полинома 
[image: image305.wmf])
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Учитывая (2.22) и то, что [image: image308.wmf]0
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, получим первую интерполяционную формулу Ньютона для неравноотстоящих узлов
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Аналогичным образом можно построить и вторую интерполяционную формулу Ньютона для неравноотстоящих узлов, которая имеет вид
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Кроме формул (1.12) и (1.14) для оценки погрешности получим еще одну исходя из формулы Ньютона. Добавим к узлам [image: image313.wmf]n
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 еще один узел [image: image314.wmf]x

, то есть точку, в которой вычисляется значение функции 
[image: image315.wmf])

(

x

f

. Тогда по формуле выражающей значения функции в узле через начальные разностные отношения, получим
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[image: image317.wmf].
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Заметим, что в правой части сумма всех слагаемых без последнего интерполяционной формулой Ньютона (2.23). Тогда
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Сравнивая формулы (1.12) и (2.25) получим, что
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Для вычисления погрешности можно пользоваться формулами (1.12), (1.14), (1.15).
Вопросы для самоконтроля

1 Что понимается под конечными разностями?
2 Каковы основные свойства конечных разностей?
3 Интерполяционные формулы Ньютона для равноотстоящих узлов.

4 Как получаются разделенные(конечные) разности?
5 Интерполяционные формулы Ньютона для неравноотстоящих узлов.

6 Определение погрешности в формулах Ньютона.
Лекция 3 Обратное интерполирование и численное дифференцирование

1 Обратная задача интерполирования
2 Численное дифференцирование

3 Погрешность численного дифференцирования

1 Обратная задача интерполирования


Часто на практике возникает задача об отыскании по заданному значению функции значения аргумента. Эта задача решается методом обратного интерполирования.


Если заданная функция монотонна, то обратное интерполирование проще всего осуществить путем замены функции аргументом и обратно, и последующего интерполирования.


Если заданная функция не монотонна, то этим приемом воспользоваться нельзя. Тогда не меняя ролями функцию и аргумент, записываем ту или иную интерполяционную формулу, используя известные значения аргумента и считая функцию известной, решаем полученное уравнение относительно аргумента.


Пусть на отрезке 
[image: image321.wmf]]
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 заданы узлы интерполирования 
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. Теперь необходимо по заданному значению функции [image: image324.wmf]y

 определить аргумент [image: image325.wmf]x

, соответствующий этому значению. Для произвольной функции задача обратного интерполирования не может быть решена однозначно. Решение будет однозначным, если функция 
[image: image326.wmf])
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 монотонна на минимальном отрезке, содержащем узлы интерполирования.


Рассмотрим два случая.


Если узлы интерполирования равноотстоящие, то для решения поставленной задачи можно использовать метод последовательных приближений, который заключается в следующем. Пусть функция 
[image: image327.wmf])
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 содержится между [image: image329.wmf]0
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. Запишем первую интерполяционную формулу Ньютона (2.6)
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Перепишем ее в виде
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Для отыскания [image: image333.wmf]q

 можно использовать итерационный процесс
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В качестве нулевого приближения можно взять [image: image335.wmf]0
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 итерационный процесс (3.2) сходится. Если [image: image337.wmf]q
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В случае неравноотстоящих узлов значение аргумента можно определить по формуле Лагранжа для обратной функции
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2 Численное дифференцирование

Пусть на отрезке 
[image: image341.wmf]]
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 рассматривается функция 
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 тождественно равны нулю. 


Получим некоторые явные формулы для численного вычисления производных при некоторых видах [image: image363.wmf])
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2.1 Дифференцирование для равноотстоящих узлов


Если узлы равноотстоящие, то для вычисления производной удобно пользоваться первой интерполяционной формулой Ньютона


[image: image364.wmf].
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Учитывая, что [image: image365.wmf]dq
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[image: image368.wmf],
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[image: image369.wmf].
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Аналогично вычисляются производные высших порядков. Если производная вычисляется в узловой точке, то формулы упрощаются. Например, если [image: image370.wmf]0
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Так как [image: image373.wmf])!
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В узлах же интерполирования последняя формула примет вид
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2.2 Дифференцирование для неравноотстоящих узлов


Для случая неравноотстоящих узлов удобно пользоваться формулами Лагранжа или Ньютона для неравноотстоящих узлов. Формула Лагранжа имеет вид (1.9)
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Тогда первая производная запишется в форме
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    (3.8)

Учитывая, что 
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å

=

=

+

-

-

=

-

-

-

-

=

n

j

n

i

i

n

j

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

0

0

1

1

0

)

1

(

1

)

(

)

)...(

)(

)...(

(

)

(

w

w

,

формулу (3.8) можно переписать в виде
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На практике более удобно пользоваться формулой Ньютона (2.23)
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Для построения формулы численного дифференцирования введем следующие обозначения 
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    (3.9)

Вторая производная примет вид


[image: image389.wmf].

...

)

)(

,

,

,

(

)

,

,

(

)

(

!

2

1

)

(

!

2

1

0

1

0

3

2

1

0

2

1

0

)

2

(

)

2

(

+

+

+

+

=

»

a

a

a

x

x

x

x

f

x

x

x

f

x

P

x

f

n

(3.10)


Аналогичным образом можно вычислить производные более высокого порядка.
3 Погрешность формул численного дифференцирования
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Заметим, что при использовании формул численного дифференцирования может произойти существенная потеря точности. Поясним это на простом примере.
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Величина общей погрешности удовлетворяет неравенству
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Определим минимум [image: image445.wmf])
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Вопросы для самоконтроля

1 В чем заключается задача обратного интерполирования.

2 В чем смысл задачи численного дифференцирования.
3 На чем основаны формулы дифференцирования для равноотстоящих узлов.

4 На чем основаны формулы дифференцирования для неравноотстоящих узлов.
5 Как определяется погрешность формул численного дифференцирования.

Лекция 4 Приближение функций

1 Среднеквадратичные приближения функций.


2 Точечный метод наименьших квадратов.


3 Интегральный метод наименьших квадратов.


1 Среднеквадратичные приближения функций
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В этом случае аппроксимация называется точечной.
Если функция 
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Формулу (4.2) можно рассмотреть как предельный случай формулы (1) при 
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Рисунок 4.1 – Приближение функции
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2 Точечный метод наименьших квадратов
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которая называется квадратичным отклонением.
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Для удобства вычисления введем обозначения:
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Тогда система (4.5) может быть записана в виде:


[image: image520.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

t

s

a

s

a

s

a

s

a

t

s

a

s

a

s

a

s

a

t

s

a

s

a

s

a

s

a

2

2

2

1

1

0

1

1

3

2

2

1

1

0

0

2

2

1

1

0

0

...

.........

..........

..........

..........

..........

...

...

.
(4.6)

[image: image521.wmf]1

0

+

=

n

s


Если среди точек 
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Для удобства формирования и решения системы (4.6) промежуточные результаты рекомендуется записывать в следующей таблице.
Таблица 1. Коэффициенты системы
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3 Интегральный метод наименьших квадратов
Пусть задана система фундаментальных функций:
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Для случая точечного метода минимизируем 
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Таким образом,  получим систему алгебраических уравнений 
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Здесь выражение 
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Для точечного метода 
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Если система фундаментальных функций 
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если же система фундаментальных функций 
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Полученные таким образом коэффициенты называется коэффициентами Фурье для приближенных функций 
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Так как скалярное произведение 
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В результате получаем  систему (4.8) относительно коэффициентов 
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. Подставляя их в (4.13), получим явный вид аппроксимирующего многочлена 
[image: image598.wmf])
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Контроль правильности вычисления:

1. прежде всего, после решения системы уравнений необходимо подставить коэффициенты в уравнения системы (4.8) и проверить, совпадает ли правая часть с левой;

2.  так как аппроксимирующий многочлен не совпадает со значением функции на заданном множестве точек, то следует вычислять по формуле (4.1) величину 
[image: image599.wmf]D

 для точечного метода наименьших квадратов или по формуле (4.2) для интегрального метода наименьших квадратов и если после подстановки в многочлены значения x, где известно значение функции отклонение между ними не будет превосходить величину 
[image: image600.wmf]D

, то аппроксимирующий многочлен построен правильно.
Вопросы для самоконтроля

1 Понятие среднеквадратичного приближения функций.
2 Что понимается по квадратичным отклонением?

3 Какова здесь роль скалярного произведения?

4 Как реализуется точечный метод наименьших квадратов?
5 Как реализуется интегральный метод наименьших квадратов?
6 Как проводить контроль за правильностью вычислений?
Тема 2 ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ
Лекция 1 Квадратурные формулы
1 Постановка задачи

2 Квадратурная формула трапеций

3 Квадратурная формула Симпсона

1 Постановка задачи

Пусть 
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 – любой отрезок числовой оси, и рассматривается интеграл [image: image602.wmf]ò
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. Ставится задача: найти его приближённое значение по 
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 значениям [image: image604.wmf])
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 функции [image: image605.wmf]F

 в точках [image: image606.wmf]i
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. Формулы для вычисления интегралов называют квадратурными.


Многие правила приближённых квадратур основаны на замене интегрируемой функции [image: image608.wmf]F

 на всём отрезке 
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 или на его частях на более простую функцию [image: image610.wmf]j
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, легко интегрируемую точно и принимающую в узлах [image: image612.wmf]i
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 те же значения [image: image613.wmf])
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. В качестве такой функции берут алгебраический или тригонометрический многочлен, либо дробно-рациональную функцию.


Когда отрезок интегрирования конечный и интегрируемая функция [image: image615.wmf]F

 имеет высокую гладкость, то можно рассчитывать хорошо приблизить её многочленом невысокой степени. Если же сама функция [image: image616.wmf]F

 или её производные невысоких порядков имеют особенности или даже обращаются в [image: image617.wmf]¥

, то это затруднит приближение [image: image618.wmf]F

 или сделает его вообще невозможным. В этом случае мы должны будем заранее освободиться от таких особенностей путём их выделения. Делается это при помощи разложения [image: image619.wmf]F
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Функция [image: image625.wmf])
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называется весовой функцией или весом. При построении определённого квадратурного правила она считается фиксированной.


Будем строить приближённые формулы вычислений вида
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Числа [image: image628.wmf]k
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 называются квадратурными коэффициентами, [image: image629.wmf]k
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 – квадратурными узлами, а правая часть формулы – квадратурной суммой.


Формула (1.1) содержит [image: image630.wmf]1
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. Их следует выбирать так, чтобы (1.1) давала, возможно, лучший результат при интегрировании избранного класса функций [image: image633.wmf]f

. Роль [image: image634.wmf]n

 – очевидна: чем больше [image: image635.wmf]n

, тем больше слагаемых в квадратурной сумме, и тем большей точности можно достичь путём выбора [image: image636.wmf]k
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. Поэтому при построении формулы число [image: image638.wmf]n

 считают фиксированным и рассматривают задачу о выборе [image: image639.wmf]k
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 и [image: image640.wmf]k
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. В различных квадратурных методах одно из множеств: либо множество коэффициентов [image: image641.wmf]k
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, либо множество узлов [image: image642.wmf]k
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 также может быть зафиксированным. Правом выбора их обычно пользуются для следующих целей:

– Увеличение степени точности


Говорят, что квадратурная формула (1.1) имеет степень точности [image: image643.wmf]m

, если она является точной для функций [image: image644.wmf])
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и не является точной для [image: image647.wmf])
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. Можно стремиться к тому, чтобы при помощи выбора параметров [image: image648.wmf]k
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 сделать степень точности формулы (1.1) наивысшей возможной. Такие формулы впервые были рассмотрены Гауссом и их часто называют формулами наивысшей степени точности.

– Минимизация погрешности


Остаточный член формулы (1.1) имеет вид 
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За величину, характеризующую точность формулы на множестве [image: image651.wmf]F

 функций [image: image652.wmf]f

 может быть принята 
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Путём выбора узлов [image: image654.wmf]k
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 и коэффициентов [image: image655.wmf]k
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 можно добиться, чтобы величина [image: image656.wmf]M

 имела бы наименьшее значение.

– Упрощение вычислений


Можно при помощи выбора параметров [image: image657.wmf]k
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 и [image: image658.wmf]k

x

 стремиться сделать, возможно, более простыми вычисления по формуле (1.1), например, взять равноотстоящими узлы, или взять равные коэффициенты.

1.1 Общая квадратурная формула


Предположим, что узлы [image: image659.wmf]k
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 при помощи интерполяционного многочлена Лагранжа степени [image: image664.wmf]1
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Будем считать, что
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Таким образом, интерполяционная квадратурная формула принимает вид
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Ее погрешность (1.2) определяется следующим образом
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Теорема о точности квадратурной формулы


Теорема 1. Для того чтобы квадратурная формула (1.4) была точной для алгебраических многочленов степени [image: image672.wmf]1
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, необходимо и достаточно, чтобы она была интерполяционной.


Теперь остановимся на оценке погрешности. Если функция [image: image673.wmf])
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 имеет непрерывную производную порядка [image: image674.wmf]n
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1.2 Формулы Ньютона-Котеса


В вычислениях часто узлы [image: image683.wmf]k

x

 берутся равноотстоящими. Построим интерполяционные квадратурные формулы, считая, что на отрезке [image: image684.wmf]]
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Подставим это выражение в (1.3), получим
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Полученную формулу перепишем в виде
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где
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(1.7)


Квадратурные правила (1.6) называют формулами Ньютона-Котеса, а коэффициенты (1.7) – коэффициентами Ньютона-Котеса.


Для постоянной весовой функции 
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а коэффициенты [image: image698.wmf]n
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 определяются по формулам

[image: image699.wmf]dq

k

q

n

q

q

q

k

n

nk

h

B

n

k

n

n

k

ò

-

-

-

-

-

=

-

0

)

)...(

1

(

)!

(

!

)

1

(

.

(1.9)


Нетрудно видеть, что для коэффициентов [image: image700.wmf]n
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 все значительнее сказывается неустранимая и вычислительная погрешность. В следующей таблице приведем некоторые значения коэффициентов 
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Замечание. Формула (1.9) имеет степень точности [image: image709.wmf]n
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Таблица 5.1 Значение коэффициентов 
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2 Квадратурная формула трапеций
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. Квадратурная формула (1.8), с учетом коэффициентов из таблицы, будет иметь вид 


[image: image738.wmf].

]

)

(

)

(

[

2

)

(

b

f

a

f

a

b

dx

x

f

b

a

+

-

»

ò



        (1.11)

Это формула трапеций. 

	Погрешность ее, в виду [image: image739.wmf])
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Если [image: image742.wmf])
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Для увеличения точности формулы трапеций (1.11), разделим отрезок [image: image749.wmf]]
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	Сумма интегралов по всем частичным отрезкам даёт общую квадратурную формулу трапеций
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где
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Величина [image: image757.wmf]n
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а значит, величина погрешности может быть определена по формуле
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3 Квадратурная формула Симпсона


Пусть [image: image762.wmf]2
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 и интерполируется функция [image: image763.wmf])
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 по трём точкам [image: image764.wmf]a

, [image: image765.wmf]c

b

a

=

+

2

, [image: image766.wmf]b

 в которых известны её значения. Интерполирующий многочлен имеет вторую степень и его графиком является парабола. Квадратурная формула парабол имеет вид
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	Это формула парабол. Она называется также формулой Симпсона. Формула точна для функции [image: image768.wmf]3

)

(

)

(

c

x

x

f

-

=

, так как левая и правая части формулы (1.15) тождественно равны нулю, а значит, она точна и для любого многочлена третьей степени. 
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Для нахождения погрешности формулы (1.15) рассмотрим многочлен [image: image769.wmf])
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Погрешность формулы Симпсона имеет вид
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Если считать, что [image: image781.wmf])
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Далее, разделим [image: image792.wmf]]
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Просуммировав по всем сдвоенным отрезкам [image: image799.wmf]]
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Если функция [image: image803.wmf])
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Вопросы для самоконтроля

1 Что понимается под квадратурными формулами?

2 Для чего служат квадратурные формулы Ньютона-Котеса?

3 Квадратурная формула трапеций.

4 Квадратурная формула Симпсона
5 Каков вид формул погрешности для  рассмотренных квадратурных формул?

6 Какая из приведенных квадратурных формул является более точной?

Лекция 2 Вычисление кратных интегралов

1 Понятие о кубатурных формулах

2 Кубатурная формула Симпсона и Гаусса

3 Методы уточнения интегралов

1 Понятие о кубатурных формулах

Пусть необходимо приближенно вычислить кратный интеграл
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Рассмотрим несколько способов построения формул численного интегрирования вида
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   (2.1)

Формулы (2.1) называются кубатурными формулами, а точки [image: image811.wmf]i

p

 называются узлами кубатурной формулы.

Рассмотрим  вычисление двойного интеграла. Пусть область 
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 интегрирования ограничена и непрерывна однозначными кривыми 
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Расставляя по известным правилам в двойном интеграле 
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пределы интегрирования будем иметь: 
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Рисунок 2.1 – Область интегрирования
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Применяя к однократному интегралу, стоящему в правой части равенства (2.4) одну из квадратурных формул, получим:
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где 
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Геометрически этот метод приближен к вычислению объема
[image: image829.wmf] I, выражаемого формулой (2.2) с помощью поперечных сечений. Для кубатурных формул (2.6) сохраняют силу соответствующих изменениям общие замечания, относящиеся к вычислению однократного интеграла.

2 Кубатурные формулы Симпсона и Гаусса
2.1 Кубатурная формула Симпсона
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Рисунок 2.2 – Область интегрирования – прямоугольник
и нужно вычислить интеграл 
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Аналогично можно вычислить и интеграл более высокой кратности, причем по разным переменным можно использовать различные квадратурные формулы.

2.2 Кубатурная формула Гаусса

На практике для вычисления кратных интегралов удобнее использовать формулы, дающие высокую точность при минимальном числе узлов, например, формулы Гаусса. Возьмем в области [image: image846.wmf]G

 четыре узла для квадратуры Гаусса: 
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Тогда будем иметь
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Погрешность этой формулы определится соотношением
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Таким образом, остаток кубатурной формулы Гаусса, построенной по четырем точкам, может оказаться меньше остатка кубатурной формулы Симпсона, построенной для девяти точек.

2.3 Метод замены подынтегральной функции интерполяционным многочленом
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После замены подынтегральной функции получим
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Если область [image: image858.wmf]G

 – прямоугольник, на котором построена равномерная сетка [image: image859.wmf]m
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Проводя интегрирование по формуле прямоугольника, получим
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где
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3 Методы уточнения интегралов
В тех случаях, когда известно разложение погрешности квадратичной формулы в степенной ряд по 
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 приблизительное значение интеграла можно уточнить, проводя точное вычисление коэффициентов ряда.

3.1 Формула Эйлера
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Значение чисел Бернулли можно получить используя рекуррентную формулу для чисел Бернулли:
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Пусть 
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Формула (2.12) называется формулой Эйлера. Она позволяет уточнить значение интеграла,  вычисляя по формуле трапеции  путем вычисления производных от подынтегральной функции на концах отрезка.

3.2 Экстраполяционная формула Ричардсона
Рассмотрим  способ  уточнения интегралов, основанный на приблизительном вычислении коэффициентов в разложении погрешности квадратурного правила.
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Согласно предположению о структуре погрешности, имеем
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где 
[image: image894.wmf]I

 – точное значение интеграла, то для постоянной 
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 получим выражение:
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 и, следовательно, для погрешности: 
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значит, в качестве уточненного значения интеграла можно взять выражение:
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Указанный способ уточнения интегралов называют экстраполяцией по Ричардсону. На практике, в качестве 
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, следовательно,  формула (2.13) примет вид:
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Формула трапеций получается при 
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Формулу (2.13) применяется, когда 
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Аналогично поступают и с формулой (2.14).

3.3 Формула Ромберга
Последующее применение формулы Ричардсона позволяет уточнить значение интеграла. 

Пусть известно, что для погрешности квадратурного правила справедливо разложение:
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где 
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Рассмотрим  (2.16) для двух соседних значений
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Исключая 
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Следовательно, в качестве уточненного значения  можно взять:
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Описанный процесс можно продолжать, вычисляя 
[image: image919.wmf]j
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где 
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Заметим, что значение 
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 совпадает с точным  значением 
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 с погрешностью  порядка 
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Применительно к квадратурному правилу трапеции, описанный метод уточнения интегралов, называют методом Ромберга. Постоянные 
[image: image927.wmf],...
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 для квадратурного правила трапеции определяется формулой Эйлера.
Вопросы для самоконтроля

1 Что такое кубатурные формулы?

2 Кубатурная формула Симпсона.

3 Кубатурная формула Гаусса

4 Какие методы уточнения интегралов вы знаете?
5 Для чего служит экстраполяционная формула Ричардсона?
6 Как получаются формулы Ромберга?
Тема 3 МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
Лекция 1 Приближенные методы решения нелинейных уравнений

1 Отделение корней

2 Методы итераций, хорд и Ньютона

3 Комбинированный метод

При решении уравнений вида
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где 
[image: image929.wmf]f

 – известная функция действительного или комплексного аргумента, требуется знать область существования корней и метод их нахождения. Большинство методов отыскания корней уравнения (1.1) предполагает, что заранее известны достаточно малые окрестности, в каждой из которых имеется только один корень уравнения, т.е. корень отделен. Принимая за начальное приближение корня одну из точек этой окрестности можно с помощью приближенных методов вычислить искомый корень с заданной точностью. Следовательно, задача приближенного вычисления корней уравнения (1.1) состоит из двух задач:


– задачи отделения корней, т.е. отыскания достаточно малых областей, в каждой из которых заключен только один корень уравнения (1.1);

– вычисления корня с заданной точностью, если известно некоторое начальное его приближение в области, не содержащей других корней.

1 Отделение корней
Пусть дано уравнение (1.1). Будем предполагать, что оно имеет лишь изолированные корни, т. е. для  любого корня уравнения (1.1) существует окрестность, не содержащая  других корней этого уравнения. 
Отделить корень – это значит разбить всю область допустимых значений на отрезки, в каждом из которых содержится только один корень. Отделение корней можно выполнять двумя способами: 
графически и аналитически.
1.1 Графический метод отделения корней

Графический способ обычно применяется для отделения действительных корней уравнения (1.1). Для графического метода отделения корней существует два способа: 

1. Строям  график функции 
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 (Рисунок 1.1).

[image: image931]
Рисунок 1.1 – Первый способ отделения корней

 Абсциссы точек пересечения графика функции с осью OX  будут грубыми значениями  корней уравнения (1.1). За окрестности корней принимаются интервалы, внутри которых находится единственный корень.

[image: image1239.wmf]x


[image: image932]
Рисунок 1.2 – Второй способ отделения корней
2. Сначала уравнение (1.1) представляется в виде 
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 и 
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 выбираются так, чтобы графики этих функций строились просто.  Потом строятся графики 
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 (Рисунок 1.2). Абсциссы точек пересечения этих графиков будут приближенными значениями корней.  Затем выделяют интервалы внутри, которых находится только один корень.


Для отыскания комплексных корней уравнения вида
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можно, положив 
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, представить уравнение (1.2) в виде
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где 
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 – действительные функции действительных переменных х и у. Тогда это уравнение равносильно решению системы двух уравнений
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Построив кривые 
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, получим действительные и мнимые части корней уравнения (1.2) как соответственно абсциссы и ординаты их точек пересечения.

1.2 Аналитический метод отделения корней

Аналитически корень уравнения можно определить, используя некоторые свойства функции, изучаемы в курсе математического анализа. Если в уравнении (1.1) функция 
[image: image946.wmf])
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 непрерывная, то следует воспользоваться следующими известными фактами:
1 – Если на концах некоторого отрезка непрерывная функция принимает значения разных знаков, то на этом отрезке уравнение (1.1) имеет, по крайней мере, один корень.

2 – Если при этом функция имеет первую производную, не меняющую знака, то корень будет единственным.

3 –  Пусть аналитическая функция 
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 на концах  
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 принимает значения разных знаков, т. е. 
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, то между а и 
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  имеется нечетное число корней уравнения (1.1);  если же на концах  
[image: image951.wmf]]
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 функция принимает значения одинаковых знаков, т. е. 
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  или нет корней, или их имеется четное число (с учетом кратности);  
Для непрерывной на отрезке 
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 функции 
[image: image955.wmf])

(

x

f

 можно предложить следующий порядок действий для отделения корней аналитическим методом:

1. Найти 
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 и определить критические точки.

2. Составить таблицу знаков функции 
[image: image957.wmf])
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, полагая х равным:

а) критическим значениям производных или ближайшим к ним;

б) граничным значениям области допустимых значений неизвестных.

3.  Отделить интервалы, на концах которых функция принимает значения разных знаков. Внутри этих интервалов содержится по одному корню.

Пример.
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Таблица 1.1 Знаки функции 
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Данное уравнение имеет один корень, принадлежащий отрезку 
[image: image963.wmf]]
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1.2.1 Определение числа действительных корней

Пусть дано алгебраическое уравнение 
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 степени

[image: image965.wmf]0

...

)

(

1

1

1

0

=

+

+

+

+

=

-

-

n

n

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

f

,

(1.3)
где 
[image: image966.wmf]n
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 – действительные коэффициенты.

Определить приближенно число действительных корней уравнения (1.3) можно с помощью правила Декарта: Число положительных корней уравнения (1.3) с учетом их кратностей равно числу перемен знаков в последовательности коэффициентов 
[image: image967.wmf]n

a

a

a

,...,

,

1

0

 (причем равные нулю коэффициенты не учитываются) или  меньше этого числа на четное число. Для определения числа отрицательных корней достаточно применить правило Декарта к многочлену 
[image: image968.wmf])
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Более точно число корней уравнения (1.3) можно определить, используя теорему Штурма: Пусть уравнение (1.3) не имеет кратных корней на некотором отрезке 
[image: image969.wmf]]
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, взятый с обратным знаком; и т.д. до тех пор, пока не получим 
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(1.4)
Число действительных корней уравнения (1.3), расположенных на отрезке 
[image: image980.wmf]]
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, равно разности между числом перемен знаков в последовательности (1.4) при 
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 и числом перемен знаков в последовательности (1.4) при 
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Практическое применение теоремы Штурма сводится к следующему: Определяются границы отрезка, на котором расположены действительные корни уравнения (1.3) и их число. Полученный отрезок 
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 делится на некоторое число частей точками 
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. Рассматривая отрезок 
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 по теореме Штурма, определяется число корней на этом отрезке. Если окажется, что их больше одного, то этот отрезок делится пополам и теорема Штурма применяется к каждому полученному отрезку. Процесс продолжается до тех пор, пока на каждой части отрезка 
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 уравнение (1.3) будет иметь не больше одного действительного корня.
Пример. Отделить корни уравнения
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Находим выражения: 
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Из таблицы видно, что действительный корень один и находится он в интервале 
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2 Методы итераций, хорд и Ньютона
Все методы уточнения основаны на последующем приближении. Обычно используют метод: итераций, хорд, Ньютона, комбинированный. 

2.1 Метод итераций

Уравнение (1.1) заменяется равносильным ему уравнением 
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Допустим, нам известно некоторое начальное приближение 
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. Тогда, в простейшем методе итераций, все дальнейшие приближения строятся по формуле
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Если последовательность (1.6) сходится при некотором выборе начального приближения 
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 является корнем уравнения (1.5) и может быть вычислен по формуле (7.6) с любой степенью точности.
Геометрически способ итерации может быть пояснен следующим образом: 
Построим на плоскости 
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. Следующие два рисунка поясняют сходящийся итерационный процесс (Рисунок 1.3, Рисунок 1. 4).
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Рисунок 1.3 – Сходящийся процесс при 
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Рисунок 1.4 Сходящийся процесс при 
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На рисунках 1.5 и 1.6 схематично изображен расходящийся итерационный процесс. О динамике процесса можно проследить по стрелкам, имеющимся на рисунках.
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Рисунок 1.5 – Расходящийся процесс при 
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[image: image1022]
Рисунок 1.6 – Расходящийся процесс при 
[image: image1023.wmf](

)

1

x

j

¢

>


Поэтому для практического применения метода итерации нужно выяснить достаточные условия сходимости итерационного процесса.
Теорема.  Пусть 
[image: image1024.wmf])

(

x

j

определена и дифференцируема на 
[image: image1025.wmf]]

,

[

b

a

 и все её значения принадлежат отрезку 
[image: image1026.wmf]]

,

[

b

a

. Если существует такое q, что


[image: image1027.wmf]1

)

(

<

£

¢

q

x

j

, 


(1.7)
то итерационный процесс (1.6) сходится к единственному корню на 
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Для скорости сходимости итерационного процесса, справедливы соотношения
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Из (1.8) следует, что метод сходится со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q. Формула (1.9) позволяет определить достаточное число итераций 
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где 
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В этом случае будет верно 
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2.2 Метод хорд
Пусть дано уравнение (1.1) с   непрерывными на отрезке 
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(Рисунок 1.7).
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[image: image1056]
Рисунок 1.7 – Иллюстрация метода хорд 
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Искомый корень 
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Однако последовательные приближения при этом можно вычислить по следующей итерационной формуле:
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В формуле (1.12) точка 
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 является неподвижной и в качестве ее берется тот конец 
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Описанный метод называется также методом секущих или методом линейной интерполяции. Последовательные приближения в методе хорд образуют – монотонную, ограниченную сверху или снизу корнем 
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 последовательность. При этом справедлива оценка:
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где 
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. Оценка (1.13) позволяет на каждом шаге следить за достигнутой точностью.
При решении задачи на ЭВМ целесообразно отрезок 
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. В этом случае итерационный процесс сходится быстро.

Метод хорд (секущих) можно рассматривать, как метод итерации для эквивалентного уравнения:
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Геометрически этот метод состоит в том, что значение 
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 есть абсцисса точки пересечения прямой, проходящей через точки 
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 с осью Ох. Графическая иллюстрация метода приведена на рисунках 1.7 – 1.10. Следует обратить внимание на то, как выбирается неподвижная точка.
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Рисунок 1.8 Иллюстрация метода хорд 
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[image: image1091]
Рисунок 1.9 – Иллюстрация метода хорд 
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[image: image1093]
Рисунок 1.10 – Иллюстрация метода хорд 
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Из приведенного выше следует, что выбор неподвижной точки осуществляется следующим образом:


1 – неподвижен тот конец отрезка, для которого знак функции 
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2 – последовательные приближения 
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В обоих случаях каждое следующее приближение 
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2.3 Метод Ньютона
Метод Ньютона (касательных) позволяет привести решение нелинейных уравнений к решению последовательности линейных задач. Достигается это при помощи выделения из нелинейного уравнения его главной линейной части.
Пусть корень уравнения (1.1) отделен на 
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где 
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Откуда следует, что
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Внося эту поправку в формулу (14), найдем следующее приближение корня
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    (1.15)

Геометрически метод Ньютона (1.15) эквивалентен замене небольшой дуги кривой 
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 касательной, проведенной в некоторой точке касания (Рисунок 1.11).

[image: image1117]
Рисунок 1.11 – Иллюстрация метода Ньютона 
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[image: image1118.wmf]a

x

=

0

 и, следовательно, 
[image: image1119.wmf]0

)

(

"

)

(

0

0

<

x

f

x

f

 то, проведя касательную к кривой 
[image: image1120.wmf])

(

x

f

y

=

 в точке 
[image: image1121.wmf]))

(

,

(

a

f

a

A

, получили бы точку 
[image: image1122.wmf]1

1

x

, лежащую вне отрезка  
[image: image1123.wmf]]

,

[

b

a

, и можем не прийти к корню 
[image: image1124.wmf]]

,

[

b

a

x

n

Î

»

x
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Теорема. Если 
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, то можно вычислить методом Ньютона по формуле (1.15) единственный корень 
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 уравнения (1.1) с любой степенью точности.

Из формулы (1.15) видно, что чем больше численное значение производной 
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или формулой
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В общем случае совпадение с точностью до 
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 (Рисунок 1.12).
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Рисунок 1.12 – О двух последовательных приближениях

Оценки (1.16), (1.17) указывают на квадратичную сходимость метода Ньютона. Поэтому если 
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(1.18)
В этом случае для получения требуемой точности в отличии от формулы (7.15) необходимо сделать лишь несколько дополнительных шагов.

3.3 Комбинированный метод
Комбинируя метод секущих и метод Ньютона, получается нестационарный метод отыскания действительных корней уравнения (1.1). Преимущество получаемого метода заключается в том, что при прежних предположениях относительно 
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а следующие приближения находятся по формулам:
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Если 
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а следующие приближения находятся по формулам (1.20).

Геометрическая интерпретации комбинированного метода выглядит следующим образом:
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Рисунок 1.13 – Комбинированный метод  
[image: image1172.wmf]0

)

(

,

0

)

(

<

¢

>

x

f

a

f



[image: image1173]
Рисунок 1.14 – Комбинированный метод  
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[image: image1175]
Рисунок 1.15 – Комбинированный метод  
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[image: image1177]
Рисунок 1.16 – Комбинированный метод  
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Пример. Методом хорд и Ньютона с точностью 
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Решение. Определим по правилу Декарта число положительных и отрицательных корней. Пусть 
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. Имеем два положительных коэффициента ( 1 и 3 ) и один отрицательный ( -3 ) коэффициент. Но тогда уравнение 
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 имеет, по крайней мере, один положительный корень, т.к. имеется только одна перемена знака. Теперь, заменяя 
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 имеется две перемены знака, а это означает, что данное уравнение имеет два отрицательных действительных корня.


Отделение корней проведем аналитически. Функция 
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Составим таблицу знаков для функции 
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Имеется три перемены знака, следовательно, действительные корни лежат в интервалах: (-3,-2), (-2,1) и (0,1).

Теперь перейдем непосредственно к вычислению корней. При вычислениях будем использовать видоизменение метода Ньютона (1.18) с постоянным значением производной:
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(1.22)
Для окончания счета по методу хорд или методу Ньютона воспользуемся зависимостью
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Но для этого сначала надо проверить, что для выбранного интервала выполняется условие 
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Возьмем сначала промежуток 
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Значит, 
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Разделим данный промежуток на две части и рассмотрим отрезки 
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Теперь уточним корень, лежащий на отрезке 
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– методу хорд (секущих) по формулам (1.12)
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где 
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Проделав вычисления, получим, что 
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– методу Ньютона (касательных), применяя формулу (1.22), учитывая, что 
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Результаты вычислений по обоим методам приведены в таблице.
Таблица 1.2  Вычисления по методу хорд и Ньютона
	Метод хорд
	
	Метод Ньютона
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	1
	-2.52532
	-0.00537
	
	1
	-2.57071
	0.17929

	2
	-2.53069
	-0.00111
	
	2
	-2.54436
	0.02634

	3
	-2.5318
	-0.00023
	
	3
	-2.53623
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	5
	-2.53258
	0.00093


Для метода хорд 
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Вопросы для самоконтроля

1 В чем состоит смысл нахождения корней уравнения?

2 Какова роль отделения корней?

3 Какие методы отделения корней вы знаете?

4 В чем состоит правило Декарта и Штурма?

5 Каков принцип метода итераций?


6 Алгоритм методов хорд и Ньютона.


7 Приведите схему вычислений в комбинированном методе?
8 Как определяется сходимость в приведенных методах?
9 Как определяется оценка погрешности в данных методах?
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